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摘  要：设计了晶粒尺寸分别呈 β=2.96 与 β=3.47 的 Weibull 分布的 2 种 3D 初始晶粒组织，采用 Potts 模型 Monte Carlo

改进算法进行了界面曲率驱动的 3D 晶粒长大过程的仿真研究。晶粒仿真长大过程遵循抛物线长大规律，且晶粒生长指

数非常接近于理论值 0.5。仿真结果表明：源于 2 种初始组织所得准稳态晶粒尺寸均趋于 β=2.80±0.03 的同种 Weibull

分布，准稳态晶粒面数则均呈对数正态分布。进一步分析发现，刘国权及其合作者近年来基于不同长大速率理论模型

导出的两类 3D 准稳态晶粒尺寸分布函数与本文仿真实验所得数据相互吻合。  
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晶粒长大对多晶材料的硬度、强度和韧性等材料

性能有重要作用，因此关于晶粒长大的研究对控制和

提高材料的物理机械性能具有重要意义。采用计算机

仿真技术(特别是采用 Potts 模型 Monte Carlo 方法)仿
真晶粒长大的过程已经有了广泛的研究[1~8]，但已有的

3D 仿真大多只是对某种单一初始组织的仿真，无法考

察不同初始组织对晶粒长大的影响进行研究。文    
献[8,9]对不同参数的二维（2D）Weibull 尺寸分布初始

晶粒组织的演变进行了仿真研究，发现不同的 2D 初

始组织在准稳态长大阶段的尺寸分布趋于相同参数的

同一种 Weibull 尺寸分布；但该文献中没有考察不同

初始组织对三维（3D）晶粒长大演变的影响。 
本研究设计了参数 β=2.96 与 β=3.47 的 2 种

Weibull 尺寸分布的 3D 初始晶粒组织，并采用一种改

进的 Potts 模型 Monte Carlo 算法进行了正常晶粒长大

过程的仿真实验，对准稳态晶粒尺寸分布、晶粒拓扑

特征演变、晶粒长大动力学进行了研究，并探讨了晶

粒的初始尺寸分布对 3D 晶粒长大过程的影响。此外，

刘国权及其合作者近年来基于不同长大速率理论模型

推导出了两类 3D 准稳态晶粒尺寸分布函数，本研究

采用此 2 种解析理论分布函数对仿真实验的数据进行

了对比分析。仿真采用的是一种改进的 Potts 模型

Monte Carlo 算法[10]，该算法吸收了元胞自动机法的思

想，使一个仿真步长（Monte Carlo Step，简写为 MCS)
内，各个单元同时进行再取向尝试，每个单元再取向

的结果只取决于此刻它的邻域状态。利用 C 语言实现

上述仿真算法[10]，且已证明该算法具有较高的仿真效

率。 

1  改进的 Potts 模型 Monte Carlo 方法 

将仿真系统离散成 300×300×300 分立的格点，

由一系列随机整数来表征格点的微观取向，作为构成

晶粒的最小单元，整个系统以一个简立方点阵表达。

采用Laguerre tesselation方法设计生成具有不同参数 β
的 2 种 Weibull 尺寸分布 3D 晶粒组织，生成的初始组

织中，相邻且取向相同的微单元群体构成同一晶粒，

取向不同的近邻单元之间存在晶界。系统界面能由描

述原子相互作用的哈密尔顿算子（Hamiltonian）定义，

表示为： 
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式中，J 是正的常数，δSiSj 是 Kronecker delta 函数，Si、

Sj 分别对应于单元 i 和 j 的取向，NN 为单元 i 的所有

近邻格点总数, 这里 NN 取 26，即考虑单元的 6 个最

近邻格点与 12个次近邻格点以及 8个第三近邻的格点
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（如图 1 所示）。点阵的所有单元同时进行再取向尝

试，每个单元随机地再取向为其 NN 个邻域取向中的

一个取向, 取向改变的概率定义为： 

⎩
⎨
⎧

>ΔΔ−
≤Δ

=
0,)/exp(
0,1

EkTE
E

W            (2) 

其中 ΔE 为单元 i 再取向前后的能量差，k 为 Boltzmann
常数，T 为仿真温度。取 kT=0.5，仿真温度的提高有

助于减小点阵的各向异性。晶界处格点成功再取向为

其近邻取向，对应着晶界的迁移。所有单元同时进行

一次再取向尝试之后增加一个时间单位 MCS。为了仿

真封闭、完整的大体积系统，使用周期性边界条件。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  简单立方点阵中的 26 个近邻格点示意图 

Fig.1  The 26 neighborlattices in the three nearest shells in a 

cubic grid[11] 

 

2  仿真结果与讨论 

2.1  2 种初始组织 

设计生成的 2 种 3D 初始组织，晶粒尺寸分布数

据分别如图 2a、2b 所示。采用最小二乘法拟合，发现

它们可分别用形状因子 β=2.96、β=3.47 的 Weibull 函

数很好的描述，这里分别记为 WI、WII 组织，拟合 χ2

值均小于 0.001（χ2 值为拟合优度的特征量）。 
2.2  组织演变过程的仿真实验结果 

图 3 是 WI 与 WII 2 种 3D 晶粒组织可视化图像，

不同取向的晶粒被映射成不同的颜色（灰度）。可见，

随着仿真时间的增加，平均晶粒度明显增大，每个 3D
图像的表面也是 3D 组织模型的 2D 截面，其上三晶交

点处夹角接近于 120º，大多数晶粒的边界呈平滑弯曲

状，边数少于 5 的晶粒一般呈现凸出形状而边数大于

6 的晶粒边界具有内凹的特征，这些都与实际材料再

结晶退火态或其后正常晶粒长大过程形成的显微组织 

≤ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  初始晶粒尺寸分布 

Fig.2  The initial grain size distributions: (a) WI and (b) WII 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3  仿真晶粒长大过程中的瞬时图像 

Fig.3  The instantaneous evolution of the simulated grain structure: (a)WI (10716 grains, t=600 MCS), (b) WI (2174 grains, t=2000 

MCS), (c) WII (12 090 grains, t=600 MCS), and (d) WII (2052 grains, t=2100 MCS) 
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极为相似。 
2.3  仿真 3D 晶粒长大动力学 

2 种组织的晶粒长大仿真过程很好地符合如下正

常晶粒长大的抛物线方程： 
1

0 0[ ( ) ]nn
tR K t t R< >= − + < >              ( 3 ) 

式中，<Rt>是时间为 t 时的平均晶粒尺寸（等体积球

半径），t0 是初始时刻，<R0>是初始平均晶粒尺寸，而

K 是常数。图 4 是本次仿真过程中平均晶粒尺寸随时

间的变化曲线以及根据上述公式拟合的晶粒长大动力

学曲线。可以看到，在经过 100 MCS 初始演化之后，

WI、WII 2 种组织的动力学曲线非常接近，晶粒生长

指数 n 与理论值 n=0.5 几乎一致，这表明 2 种不同的

初始晶粒组织在晶粒长大过程中具有相似的晶粒长大

动力学。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 4  晶粒长大动力学曲线 

Fig.4  Kinetics curve of grain growth 

 
2.4  准稳态晶粒尺寸分布 

在众多晶粒长大理论中，著名的 Hillert 理论[12]

虽被人们广为接受，但他所预测的关于准稳态长大的

晶粒尺寸分布，至今未能被实验或仿真结果证实。

Fayad [13]、王超[8,9]基于二维晶粒长大的计算机仿真结

果均证明 Weibull 分布能够比 Lognormal 和经典的解

析理论分布更好地描述准稳态晶粒尺寸分布。Weibull
分布的概率密度函数为： 

])(exp[)( 1 ββ
β αα

β uuuf −= −                (4) 

式中β为参数，对其形式具有决定作用。α=1/ Γ(1+1/β)，
Γ为 Gamma 函数。 

基于 1996 年导出的 3D 个体晶粒长大速率拓扑依

赖性理论方程[14,15]，于海波和刘国权根据 Brown 对

LSW 理论的修正方法推导出一种准稳态尺寸分布函

数[15]： 
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式中，u=R/Rcr，ν是唯一参数，H0 由下面的数值积分

求得： 

max

0
( )d 1

u
uf u u =∫                        (6) 

式中 umax 是相对晶粒尺寸 u 的最大值。当ν<4 时，公

式（5）为一系列以ν为单参数的准稳态晶粒尺寸分布

函数。当ν趋近于 4 时，公式（5）等同于 Hillert 理论

分布。其后 Rios[16,17]亦独立导出类似于式（5）的尺寸

分布函数。 
2007 年，Macpherson 和 Srolovitz[18]在 Nature 杂

志上提出 1 个新的 3D 个体晶粒长大速率拓扑依赖性

理论方程。结合 3D 个体晶粒尺寸-面数定量关系，借

鉴关于粒子粗化理论中的晶粒长大连续方程对 3D 准

稳 态 晶 粒 尺 寸 分 布 函 数 进 行 了 求 解 ， 基 于

MacPherson-Srolovitz 拓扑依赖速率方程获得了一个

新的含有单参量的解析函数[19,20]：    
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式中 a 是唯一的参数，
r

crrbra
rT

2
2

)(
22 ++++

=
ξ ，b、

c、ξ、ε为常数。该尺寸分布函数与文献中顶点法、

基元演化法、相场模型和蒙特卡罗法 4 种晶粒长大仿

真方法所得三维准稳态晶粒尺寸分布数据以及纯铁实

验数据吻合很好，因此也是 1 种可能的描述三维准稳

态晶粒尺寸分布的函数[20]。 
图 5 为仿真 WI 和 WII 2 种组织在准稳态阶段不

同仿真时刻的归一化晶粒尺寸分布以及采用公式（4）、
（5）和（7）所示几种分布函数进行拟合的拟合曲线。

可以看出，在准稳态阶段，WI 和 WII 2 种组织在不同

时刻的晶粒尺寸分布基本保持不变，具有自相似性。2
种组织的准稳态晶粒尺寸分布均可以用参数β＝2.80
±0.03 的 Weibull 分布来很好的描述，拟合优度 χ2 值

小于 0.003。这表明初始尺寸分布不同的 2 种组织在准

稳态长大阶段时已演变成具有几乎相同尺寸分布的组

织。 
将不同仿真时刻的准稳态晶粒尺寸分布采用式

（5）进行最小二乘拟合，结果显示 WI 和 WII 组织的

参数ν拟合值分别为ν＝2.96 和ν＝2.92；若采用最新分

布函数式（7）进行最小二乘拟合，则发现 WI 和 WII
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组织的拟合参数分别为 a=–1.63 和 a=–1.65。 采用式

（5）和式（7）对所有准稳态晶粒尺寸分布仿真结果

拟合的优度 χ2 值均小于 0.005，因此源于 2 种不同初

始晶粒组织所得准稳态晶粒尺寸分布仿真结果既可以

用理论分布函数式（7）很好地近似表达，又可以用以

ν<4 为参量的函数式（5）很好地近似表达，二者的表

达质量近乎相同。 
然而，Hillert 所预言的三维尺寸分布[11]与本次仿

真得到的晶粒尺寸分布数据差异明显偏大，故不适合

描述晶粒准稳态尺寸分布。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5  源于 2 种初始组织的不同时刻准稳态晶粒尺寸分布 

Fig.5  The instantaneous evolution of grain size distributions 

starting from two different initial microstructures: (a) WI 

and (b) WII 

 

2.5  准稳态晶粒面数分布 

三维晶粒的拓扑学经常用三维晶粒的面数来表

示。图 6 为本次仿真不同时刻三维晶粒面数 F 的分布

曲线及采用对数正态分布函数进行数据拟合的曲线。

可以看出，在从 8000 个晶粒到 1500 多个晶粒的准稳

态演化过程中，晶粒面数分布基本保持不变。WI 与

WII 组织分别可以用参数 σ =0.35、μ =11.86 以及 σ 
=0.35、μ=11.87 的对数正态分布很好的描述，因此 2
种不同尺寸分布的初始组织，在经过仿真演化后，在

准稳态晶粒的面数分布亦趋于一致。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6  不同时刻晶粒面数分布 

Fig.6  The instantaneous evolution of face number distributions: 

(a) WI and (b) WII 

 

3  结  论 

1）初始晶粒尺寸分布不同的 2 种组织，经过一定

时间演化后，形成了晶粒尺寸分布函数形式和参数基

本相同的准稳态组织。仿真所得准稳态晶粒尺寸分布

可用参数β=2.80±0.03 的 Weibull 函数描述。 
2）经典的 Hillert 尺寸分布函数与本仿真实验所

得准稳态晶粒尺寸分布数据不符。然而，近年来基于

不同长大速率理论模型导出的两类 3D 准稳态晶粒尺

寸分布函数，式（5）和式（7），与本文仿真实验所得

所有的准稳态晶粒尺寸分布数据相当吻合。 
3）初始晶粒尺寸分布不同的 2 种组织，其准稳态

晶粒面数分布亦趋于基本参数相同的对数正态分布。 
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Simulation of 3D Grain Growth from Different Initial States and their 
Quasi-Stationary State Distributions 

 
Wang Hao1, Liu Guoquan1, Qin Xiangge2 

(1. State Key Laboratory for Advanced Metals and Materials，University of Science and Technology Beijing, Beijing 100083, China) 

(2. Jiamusi University, Jiamusi 154007, China) 

 

Abstract: The 3D capillarity-driven grain growth process was simulated using a modified Potts Monte Carlo technique, starting from two 

initial microstructures with the grain size distributions well described by Weibull functions of β=2.96 and β=3.47, respectively. The process 

obeys the grain growth parabolic law very well, with the time exponent n very close to 0.5. The results show that the quasi-stationary grain 

size distributions finally turn to the same Weibull distribution with β=2.80±0.03 for two different initial microstructures and the grain face 

number distributions turn to a lognormal distribution. The two analytical 3D grain size distribution functions coincide with the two kinds of 

functions derived by Liu Guoquan and his coworkers recently based on the different grain growth rate equations. 
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